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定理 0（带积分余项的泰勒展开）设以𝑎和𝑥为端点的闭区间上的函数𝑡 ⟼ 𝑓(𝑡)有 n 阶连续导数。则 

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑖)(𝑎)
𝑖! (𝑥 − 𝑎)𝑖

𝑛−1

𝑖=0
+ 𝑟𝑛(𝑎,𝑥) 

式中 

𝑟𝑛(𝑎,𝑥) = 1
(𝑛 − 1)!∫ 𝑓(𝑛)(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝑛−1𝑑𝑡

𝑥

𝑎
 

证明 0  根据⽜顿—莱布尼茨公式[1a]，有 

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) = ∫ 𝑓′(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
= −∫ 𝑓′(𝑡)𝑑(𝑥 − 𝑡)

𝑥

𝑎
 

下⾯根据分部积分法[1b]，有 

−∫ 𝑓′(𝑡)𝑑(𝑥 − 𝑡)
𝑥

𝑎
= −(𝑓′(𝑡)(𝑥 − 𝑡)|𝑎

𝑥 −∫ 𝑓′′(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
) = 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + ∫ 𝑓′′(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎
 

同样地， 

∫ 𝑓′′(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
= −∫ 𝑓′′(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝑑(𝑥 − 𝑡)

𝑥

𝑎
= − 1

2∫ 𝑓′′(𝑡)𝑑(𝑥 − 𝑡)2
𝑥

𝑎

= − 1
2 (𝑓

′′(𝑡)(𝑥 − 𝑡)2||𝑎
𝑥
−∫ 𝑓(3)(𝑡)(𝑥 − 𝑡)2𝑑𝑡

𝑥

𝑎
) = 1

2𝑓
′′(𝑎)(𝑥 − 𝑎)2 + 1

2∫ 𝑓(3)(𝑡)(𝑥 − 𝑡)2𝑑𝑡
𝑥

𝑎
= ⋯ 

由数学归纳法原理，我们就完成了证明。 

定理 1a  （⽜顿—莱布尼茨公式）如果𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ 是有界且仅有有限个间断点的函数（或者是𝒇 ∈

𝑪[𝒂,𝒃]），则𝑓 ∈ ℛ[𝑎, 𝑏] 且 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ℱ(𝑏) − ℱ(𝑎) 

其中ℱ: [𝑎, 𝑏] → ℝ 是𝑓 在闭区间[𝑎, 𝑏] 上的任⼀原函数。 

证明 1a  如果𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ 是有界且仅有有限个间断点的函数，根据闭区间有界有有限个间断点函数

黎曼可积[2b]，有𝑓 ∈ ℛ[𝑎, 𝑏] ； 

如果𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏]，根据闭区间上连续函数必定可积[2a]，有𝑓 ∈ ℛ[𝑎, 𝑏]。 

𝑓在[𝑎, 𝑏]有原函数由闭区间有界有有限间断点函数有原函数定理[2c]保证。 

⽽𝑓同⼀函数原函数之间只能相差⼀个常数[2d]，所以ℱ(𝑥)有下述形式： 

ℱ(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
+ 𝐶,   𝐶 ∈ ℝ 

注意到ℱ(𝑎) = 𝐶,故 

ℱ(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
+ ℱ(𝑎) 

特别地， 

ℱ(𝑏) − ℱ(𝑎) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

证毕。 

推论 2a （闭区间上连续函数必定可积）𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏] ⇒ 𝑓 ∈ ℛ[𝑎, 𝑏] 

证明 2a  [𝑎, 𝑏]上等分分划为𝑛份，分划⻓度为 𝑏−𝑎

𝑛
。根据 Cantor 定理[3a]，有分划区间上的振幅 

lim
𝑛→∞

𝜔𝑖 = 0 ⇔ ∀𝜖 > 0,∃𝑁 > 0:∀𝑛 > 𝑁, |𝜔𝑖| < 𝜖 

则有 



∑𝜔𝑖Δ𝑥
𝑛

i=1
< 𝑛𝜖 𝑏 − 𝑎

𝑛 = (𝑏 − 𝑎)𝜖 → 0(𝜖 → 0) 

根据黎曼可积的条件（存在分划振幅）[3b]，有此函数黎曼可积。 

另证 2a  根据 Cantor 定理[3a]， 
∀𝜖 > 0,∃𝛿 > 0:∀Δ ⊂ [𝑎, 𝑏](|Δ| < 𝛿),𝜔(𝑓;Δ) < 𝜖

𝑏 − 𝑎 

于是对于任何分划𝑃,只要其参数𝜆(𝑃) < 𝛿 ，就有 

∑𝜔(𝑓;Δ)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1
< 𝜖
𝑏 − 𝑎∑Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1
= 𝜖 

根据黎曼可积的条件（任意分划振幅）[3c]，有此函数黎曼可积。 

定理 3a (Cantor 定理)  在闭区间上连续的函数在此区间上⼀致连续。 

证明 3a  ⽤反证法。若𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏]，但不是⼀致连续的，则 

∃𝜖0 > 0,∃{𝑥𝑛
(1)}, {𝑥𝑛

(2)} ⊆ [𝑎, 𝑏](||𝑥𝑖
(1) − 𝑥𝑖

(2)|| < 1
𝑛): 

||𝑓(𝑥𝑖
(1)) − 𝑓(𝑥𝑖

(2))|| ≥ 𝜖0  (∗) 

由 Bolzano-Weistrass 定理[4a]，{𝑥𝑛
(1)}, {𝑥𝑛

(2)}必有收敛⼦列，记为{𝑥𝑛𝑘
(1)}, {𝑥𝑛𝑘

(2)}，且 
lim
𝑘→∞

𝑥𝑛𝑘
(1) = 𝜉 

考虑{𝑥𝑛
(2)}中对应⼦列，有 

lim
𝑘→∞

𝑥𝑛𝑘
(2) = lim

𝑘→∞
(𝑥𝑛𝑘

(2) − 𝑥𝑛𝑘
(1)) + 𝑥𝑛𝑘

(1) = lim
𝑘→∞

𝑥𝑛𝑘
(1) = 𝜉 

由于𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏] ，故 
lim
𝑘→∞

𝑓(𝑥𝑛𝑘
(1)) = 𝑓( lim

𝑘→∞
𝑥𝑛𝑘
(1)) = 𝑓( lim

𝑘→∞
𝑥𝑛𝑘
(2)) = lim

𝑘→∞
𝑓(𝑥𝑛𝑘

(2)) = 𝑓(𝜉) 

这与(*)⽭盾。证明完毕。 

定理 4a (Bolzano-Weistrass 定理) 有界数列必有收敛⼦列。 

证明 4a  {𝑥𝑛} ⊆ [𝑎1, 𝑏1]，使⽤⼆分法选点，使得每个⼦区间有⽆穷多项，由闭区间套

定理[5a]，得 
∃𝜉 > 0: 𝜉 = lim

𝑘→∞
𝑎𝑘 = lim

𝑘→∞
𝑏𝑘 

由于每个⼦区间中有⽆穷多项，从每个⼦区间中选出⼀个指标递增的⼦列是能够实现

的，即 
𝑥𝑛𝑘 ⊆ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] 

则由夹逼定理得 
𝜉 = lim

𝑘→∞
𝑥𝑛𝑘 

证毕。 

定理 5a (闭区间套定理) 闭区间套：[𝑎𝑘+1, 𝑏𝑘+1] ⊆ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘]⋀ lim
𝑛→∞

(𝑏𝑛 − 𝑎𝑛) = 0，

则 
∃! 𝜉 > 0: lim

𝑛→∞
𝑏𝑛 = lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = 𝜉 

证明 5a  由于𝑎1 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛−1 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛 ≤ 𝑏𝑛−1 ≤ ⋯ ≤ 𝑏1, 则由单调有界数列必

收敛定理[6a]，可得 
∃𝜉 > 0: lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = 𝜉 

⽽且由极限的加法原理[6b]可得 
lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = lim
𝑛→∞

(𝑏𝑛 − 𝑎𝑛) + 𝑎𝑛 = 𝜉 



若另有实数𝜉′ ⊆ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘](𝑘 = 1,2, … ) 则由极限的夹逼性[6c]可得 
𝜉′ = lim

𝑛→∞
𝑏𝑛 = lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = 𝜉 

即其是惟⼀的。证毕。 

定理 6a (单调有界数列必收敛定理)  {𝑥𝑛}单调递增有上界，则 
∃𝛽 ∈ ℝ: lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝛽 

证明 6a  由确界存在定理[7a]可知，有上界必有上确界𝛽满⾜： 

(i) 𝑥𝑛 ≤ 𝛽 

(ii) ∀𝜖 > 0,∃𝑛0 > 0:𝑥𝑛0 > 𝛽 − 𝜖 

取𝑁 = 𝑛0,∀𝑛 > 𝑁: 
𝛽 − 𝜖 < 𝑥𝑛0 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝛽 ⇒ |𝑥𝑛 − 𝛽| < 𝜖 ⇒ lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝛽 = sup𝑥𝑛 

证明完毕。 

定理 7a (确界存在定理) ⾮空有上界数集必有上确界；⾮空有下界数

集必有下确界。（实数系连续性定理） 

证明 7a  由序公理1≤ 
(𝑥 ≤ 𝑦)⋀(𝑦 ≤ 𝑥) ⇒ 𝑥 = 𝑦 

可知，如果⼀个数集有极⼤元 
(𝑎 = max𝑋) ≔ ∀𝑥 ∈ 𝑋⋀𝑥 ≤ 𝑎 

那么它只能有⼀个。我们现在只需要证明上确界的存在性。 

设x ⊂ ℝ 是给定的⼦集，⽽𝑌 = {𝑦 ∈ ℝ|∀𝑥 ∈ 𝑋(𝑥 ≤ 𝑦)}

是上界构成的集合。且𝑋 ≠ ∅,𝑌 ≠ ∅.根据完备性公理，∃𝑐 ∈ ℝ:∀𝑥 ∈

𝑋∀𝑦 ∈ 𝑌 (𝑥 ≤ 𝑐 ≤ 𝑦).因此𝑐 是 X 的上界，是 Y 的下界。故𝑐 ∈ 𝑌 , 𝑐 =
min𝑌 = sup𝑋 . 
证明完毕！(Return:以公理结束) 

定理 6b (极限的加法原理) lim 是⼀个线性算⼦，即令 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 =

𝑎, lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑏  
lim
𝑛→∞

(𝛼𝑥𝑛 + 𝛽𝑦𝑛) = 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 

证明 6b  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎 ⇔ ∀𝜖 > 0,∃𝑁 > 0,∀𝑛 > 𝑁: |𝑥𝑛 − 𝑎| < 𝜖 
lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑎 ⇔ ∀𝜖 > 0,∃𝑁 > 0,∀𝑛 > 𝑁: |𝑦𝑛 − 𝑎| < 𝜖 

|𝛼𝑥𝑛 + 𝛽𝑦𝑛 − (𝛼𝑎 + 𝛽𝑏)| < |𝛼||𝑥𝑛 − 𝑎| + |𝛽||𝑦𝑛 − 𝑏| < (|𝛼| + |𝛽|)𝜖 
证明完毕！(Return:以定义结束,𝝐 − 𝑵语⾔) 

定理 6c (极限的夹逼性) 若三个数列{𝑥𝑛}, {𝑦𝑛}, {𝑧𝑛}从某项开始成⽴ 
𝑥𝑛 ≤ 𝑦𝑛 ≤ 𝑧𝑛,   𝑛 > 𝑁0 

且 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 𝑎 则 lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑎 

证明 6c  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎 ⇔ ∀𝜖 > 0,∃𝑁1 > 0,∀𝑛 > 𝑁: |𝑥𝑛 − 𝑎| < 𝜖 ⇒ 𝑎 − 𝜖 < 𝑥𝑛 
lim
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 𝑎 ⇔ ∀𝜖 > 0,∃𝑁 > 0,∀𝑛 > 𝑁2: |𝑧𝑛 − 𝑎| < 𝜖 ⇒ 𝑧𝑛 < 𝑎 + 𝜖 

𝑁 = max{𝑁0,𝑁1,𝑁2} ,𝑛 > 𝑁: 
𝑎 − 𝜖 < 𝑥𝑛 ≤ 𝑦𝑛 ≤ 𝑧𝑛 < 𝑎 + 𝜖 ⇔ |𝑦𝑛 − 𝑎| < 𝜖 ⇔ lim

𝑛→∞
𝑦𝑛 = 𝑎 

证明完毕！(Return:以定义结束,𝝐 − 𝑵语⾔) 



定理 3b [黎曼可积的条件（存在分划振幅）] 证明过于繁杂。此处略。这是下⾯定理的推

论。 

定理 3c [黎曼可积的条件（任意分划振幅）] 为使闭区间[𝑎, 𝑏]上的有界函数 f在这个区间上

可积，只要 

∀𝜖 > 0,∃𝛿 > 0:∀𝑃[𝜆(𝑃) < 𝛿] |
||∑𝜔(𝑓;Δ𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1 |
|| < 𝜖 

证明 3c  设𝑃 区间[𝑎, 𝑏] 的⼀个分划，𝑃 ̃ 是分划𝑃 的开拓。则 

||𝜎(𝑓;𝑃;̃ 𝜉)̃ − 𝜎(𝑓;𝑃; 𝜉)|| =
|
|
|
∑∑𝑓(𝜉𝑖𝑗)Δ𝑥𝑖𝑗

𝑛𝑖

𝑗=1

𝑛

𝑖=1
−∑𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1 |
|
|

=
|
|
|
∑∑𝑓(𝜉𝑖𝑗)Δ𝑥𝑖𝑗

𝑛𝑖

𝑗=1

𝑛

𝑖=1
−∑∑𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖𝑗

𝑛𝑖

𝑗=1

𝑛

𝑖=1 |
|
|

=
|
|
|
∑∑[𝑓(𝜉𝑖𝑗) − 𝑓(𝜉𝑖)]Δ𝑥𝑖𝑗

𝑛𝑖

𝑗=1

𝑛

𝑖=1 |
|
|

≤∑∑||𝑓(𝜉𝑖𝑗) − 𝑓(𝜉𝑖)||Δ𝑥𝑖𝑗

𝑛𝑖

𝑗=1

𝑛

𝑖=1
≤  ∑∑𝜔(𝑓;Δ𝑖)Δ𝑥𝑖𝑗

𝑛𝑖

𝑗=1

𝑛

𝑖=1
= ∑𝜔(𝑓;Δ𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1
< 𝜖 

考察(𝑃′, 𝜉′)和(𝑃′′, 𝜉′′)(𝜆(𝑃′) < 𝛿, 𝜆(𝑃′′) < 𝛿)，令𝑃̃ = 𝑃′ ∪ 𝑃′′有 
||𝜎(𝑓;𝑃;̃ 𝜉)̃ − 𝜎(𝑓;𝑃′; 𝜉′)|| < 𝜖 

||𝜎(𝑓;𝑃;̃ 𝜉)̃ − 𝜎(𝑓;𝑃′′; 𝜉′′)|| < 𝜖 
⇒ |𝜎(𝑓;𝑃′; 𝜉′) − 𝜎(𝑓;𝑃′′; 𝜉′′)| < 2𝜖 

这样⼀来，根据柯西收敛准则[4b]，积分和的极限 

lim
𝜆(𝑃)→0

∑𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1
 

存在，即𝑓 ∈ ℛ[𝑎, 𝑏]。证毕。 

定理 4b （柯西收敛准则，函数形式） lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝐴 ∈ ℝ ⇔ ∀𝜖 > 0,∃𝑋 > 0:∀𝑥′,𝑥′′ >

𝑋 , |𝑓(𝑥′) − 𝑓(𝑥′′)| < 𝜖 
证明 4b  lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = 𝐴 ∈ ℝ ⇒ ∀𝜖 > 0,∃𝑋 > 0,∀𝑥′,𝑥′′ > 𝑋 : |𝑓(𝑥′) − 𝐴| <

𝜖

2
, |𝑓(𝑥′′) − 𝐴| < 𝜖

2
⇒ |𝑓(𝑥′) − 𝑓(𝑥′′)| = |[𝑓(𝑥′) − 𝐴] − [𝑓(𝑥′′) − 𝐴]| < |𝑓(𝑥′) − 𝐴| +

|𝑓(𝑥′′) − 𝐴| < 𝜖 
∀𝜖 > 0,∃𝑋 > 0,∀𝑥′,𝑥′′ > 𝑋 : |𝑓(𝑥′) − 𝑓(𝑥′′)| < 𝜖 ⇒ ∀{𝑥𝑛} ⊂ (𝑋 , +∞), |𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥𝑚)| <
𝜖 ⇒ {𝑓(𝑥𝑛)} 是 Cauchy 列，因⽽由数列的柯西收敛准则[5b]，知其必定收敛。 

再由Heine 定理[5c]，知道 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝐴 ∈ ℝ。证毕。 

定理 5b （柯西收敛准则，数列形式）{𝑥𝑛}收敛 ⇔ ∀𝜖 > 0,∃𝑁 > 0:∀𝑛,𝑚 >
𝑁, |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜖 
证明 5b  ⇒ 类似于[4b]。略 
∀𝜖 > 0,∃𝑁 > 0,∀𝑛,𝑚 > 𝑁: |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜖 ⇒ 𝜖0 = 1,∃𝑁0 > 0,∀𝑛 > 𝑁: ||𝑥𝑛 − 𝑥𝑁0+1||

< 1 
𝑀 = max{|𝑥1|, … , ||𝑥𝑁0||, ||𝑥𝑁0+1|| + 1} ⇒ |𝑥𝑛| ≤ 𝑀 

由 Bolzano-Weistrass 定理[4a]可知，其必有收敛⼦列： 
lim
𝑘→∞

𝑥𝑛𝑘 = 𝜉 

∀𝜖 > 0,∃𝑁 > 0:∀𝑛 > 𝑁,𝑛𝑘充分⼤，会有 
||𝑥𝑛 − 𝑥𝑛𝑘||~|𝑥𝑛 − 𝜉| < 𝜖 

即数列收敛。证毕。 



定理 5c （Heine 定理） lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴 ⇔ ∀{𝑥𝑛}( lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0⋀𝑥𝑛 ≠

𝑥0): lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝐴 （任意⽅式趋近都有共同极限） 

证明 5c  lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴 ⇒ ∀𝜖 > 0,∃𝛿 > 0,∀𝑥(0 < |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿): |𝑓(𝑥) − 𝐴| < 𝜖 
lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0 ⇔ ∃𝑁 > 0,∀𝑛 > 𝑁: 0 < |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥𝑛) − 𝐴| < 𝜖 

另⼀⽅⾯⽤反证法。 lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ≠ 𝐴 ⇔ ∃𝜖0 > 0,∀𝛿 > 0,∃𝑥(0 < |𝑥 − 𝑥0| <

𝛿): |𝑓(𝑥) − 𝐴| ≥ 𝜖0 
取{𝛿𝑖}(𝛿𝑖 = 1

𝑖
),∃𝑥𝑖(0 < |𝑥𝑖 − 𝑥0| < 𝛿𝑖): |𝑓(𝑥𝑖) − 𝐴| ≥ 𝜖0 

这个数列{𝑥𝑖}不以𝐴为极限。⽭盾！证毕。(Return:以定义结束,𝝐 − 𝑵语⾔) 

推论 2b （闭区间有界有有限个间断点函数黎曼可积）如果定义在闭区间[a, b]

上的有界函数 f 在该区间上最多除有限多个点是连续的，则𝑓 ∈ ℛ[𝑎, 𝑏]. 

证明 2b  由于是有界函数，故其振幅𝜔(𝑓; [𝑎, 𝑏]) ≤ 𝐶 < ∞，∀𝜖 > 0, 𝛿1 = 𝜖, 对每⼀个间断点做𝛿1 −

邻域，这样的区间共有𝑘个。这些邻域的补集是有限个闭区间组成的，由 Cantor 定理[3a]可知，𝑓

在其上⼀致连续。在这些连续区间上，⼀旦区间⻓⼩ gen 于𝛿2 ，振幅就⼩于𝜖 。现在取𝛿 =
min{𝛿1, 𝛿2}. 
设 P 是[a,b]上的任意⼀个分划(𝜆(P) < δ)，则 

∑𝜔(𝑓;Δ𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1
< ∑ 𝜔(𝑓;Δ𝑖)Δ𝑥𝑖
包含间断点

+ ∑ 𝜔(𝑓;Δ𝑖)Δ𝑥𝑖
不包含间断点

< (𝐶𝑘 + 𝑏 − 𝑎)𝜖 → 0(𝜖 → 0) 

故由黎曼可积的条件（任意分划振幅）[3c]知，其可积。证毕。 

定理 2c （可积函数有原函数定理）如果𝑓 ∈ ℛ[𝑎, 𝑏]，⽽𝑓在某点𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 连续，则变上限积分 

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 

在这个点可导，⽽且成⽴ 
𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

证明 2c  根据导数的定义 

𝐹′(𝑥) = lim
h→0

𝐹(𝑥 + h) − 𝐹(𝑥)
h = lim

h→0

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡𝑥+h
𝑥

h  

由积分第⼀中值定理[3d]得（或者是特殊情况——积分平均值）， 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡𝑥+h
𝑥 = h𝑓(𝜉),   𝜉 在𝑥与𝑥 + h之间 

⽽𝑓在𝑥处连续，所以 
lim
h→0

 𝑓(𝜉) = 𝑓(𝑥) 

由此，𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥)。证毕。 

定理 3d （积分第⼀中值定理）设𝑓, 𝑔 ∈ ℛ[𝑎, 𝑏],𝑔(𝑥) 在[𝑎, 𝑏] 上不变号，则存在𝜂 ∈ [𝑚,𝑀]: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝜂∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

其中𝑚 = inf𝑓(𝑥) ,𝑀 = sup𝑓(𝑥) ,𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

特别地，若𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏],则 

∃𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏]:∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑓(𝜉)∫ 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 

更特别地，𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏],  𝑔(𝑥) ≡ 1: 



∃𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏]:∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑓(𝜉)(𝑏 − 𝑎) 

证明 3d  因为𝑔(𝑥) 在[𝑎, 𝑏] 上不变号，所以 WLOG(Without Loss Of Generality), 
𝑔(𝑥) ≥ 0,   𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

⇒ 𝑚𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ≤ 𝑀𝑔(𝑥) 
由于积分的保序性[4c]，就有 

𝑚∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

a
≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

a
≤ 𝑀∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

a
 

由于∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥𝑏
a 和∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥𝑏

a 是常数，必然 

∃𝜂 ∈ [𝑚,𝑀]:∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝜂∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

特别地，𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏]，由闭区间上连续函数的介值定理[4d]，下述必然 

∃𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏]:∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑓(𝜉)∫ 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 

证毕。 

定理 4c （积分保序性）设𝑓, 𝑔 ∈ ℛ[𝑎, 𝑏],  𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥),𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ，则 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≥ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

证明 4c  这个式⼦等价于 

∫ [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≥ 0 

即证，对于函数h(𝑥) ≥ 0: 

∫ h(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≥ 0 

由黎曼积分的定义 

∫ h(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= lim

𝜆→0
∑𝑓(𝜉𝑖)Δi

𝑛

𝑖=1
≥ 0 

证毕。(Return: 定义 黎曼积分) 

定理 4d （闭区间上连续函数的介值定理）若函数𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏]，则它⼀定能够取到最⼤

值 M 与最⼩值𝑚之间的任何值。 

证明 4d  由最值定理[5d]可得， 
∃𝜉, 𝜂 ∈ [𝑎, 𝑏]:𝑓(𝜉) = 𝑚,𝑓(𝜂) = 𝑀 

不妨设𝜉 < 𝜂 ，则对任意⼀个中间值𝐶 ∈ (𝑚,𝑀) 考察 
𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝐶 

因为𝑓 ∈ 𝐶[𝜉,𝜂]，𝜑(𝜉) = 𝑓(𝜉) − 𝐶 < 0,  𝜑(𝜂) = 𝑓(𝜂) − 𝐶 > 0，由于零点存在定理[5e]，得 
∃𝜁 ∈ (𝜉, 𝜂):𝜑(𝜁) = 0 ⇒ 𝑓(𝜁) = 𝐶 

证毕。 

定理 5d （闭区间上连续函数的最值定理）若函数𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏]，则它⼀定在[𝑎, 𝑏]取

到最⼤值和最⼩值，即 
∃𝜉, 𝜂 ∈ [𝑎, 𝑏]:𝑓(𝜉) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝜂),   𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 



证明 5d  由闭区间上连续函数有界性定理[6d]可得，值域集合𝑅𝑓 =

{𝑓(𝑥)|𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]} 是⼀个有界集。由确界存在定理[7a]知，其必有上确界与下确

界，记 
𝛼 = inf𝑅𝑓 ,   𝛽 = sup𝑅𝑓 

𝛼 = inf𝑅𝑓 ⇔ 
(i) ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],𝑓(𝑥) ≥ 𝛼 
(ii) ∀𝜖 > 0,∃𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]:𝑓(𝑥) < 𝛼 + 𝜖 

⇒ ∃𝑥𝑛 ∈ [𝑎, 𝑏]:𝛼 ≤ 𝑓(𝑥𝑛) < 𝛼 + 1
𝑛 

由 Bolzano-Weistrass 定理[4a]可知，由于𝑥𝑛是有界数列，故存在收敛⼦列 
lim
𝑘→∞

𝑥𝑛𝑘 = 𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏] 

⽽ 

𝛼 ≤ 𝑓(𝑥𝑛𝑘) < 𝛼 + 1
𝑛𝑘

 

当𝑘 → ∞ 时，由夹逼定理[6c]和函数的连续性可知， 
𝑓(𝜉) = 𝛼 = min𝑅𝑓 

同理，∃𝜂 ∈ [𝑎, 𝑏]:𝑓(𝜂) = 𝛽 = max𝑅𝑓 。证毕。 

定理 6d （闭区间上连续函数的有界性定理）𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏] ⇒ 𝑓 在[𝑎, 𝑏]上有界 

证明 6d  ⽤反证法。𝑓 在[𝑎, 𝑏]

上⽆界，使⽤⼆分法构造闭区间套，是每个⼩闭区间[𝑎𝑖, 𝑏𝑖] ⊂ [𝑎, 𝑏]上𝑓 都

⽆界。根据闭区间套定理[5a]可得， 
∃! 𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏]: lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = lim

𝑛→∞
𝑏𝑛 = 𝜉 

由𝑓 的连续性以及函数极限的局部有界性[7b]可知，∃𝛿 > 0,𝑀 > 0,∀𝑥 ∈
𝑂𝛿(𝜉), |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀 
⽽对于充分⼤的𝑛 ，会有[𝑎𝑛, 𝑏𝑛] ⊂ 𝑂𝛿(𝜉), 也就意味着在此上有界，这与⽆

界的假设是⽭盾！ 

证毕。 

推论 7b （函数极限的局部有界性） lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴 ⇒ ∃𝛿 > 0:𝑥 ∈

𝑂𝛿(𝑥0) 上𝑓有界。 

证明 7b  由函数极限的保序性[8a]可知，取𝑚,𝑀 ∈ ℝ:𝑚 < 𝐴 < 𝑀,令

𝑔(𝑥) ≡ 𝑚,  h(𝑥) ≡ 𝑀有， 
∃𝛿 > 0:𝑥 ∈ 𝑂𝛿(𝑥0)\{𝑥0},  𝑚 < 𝑓(𝑥) < 𝑀 

证毕。  

推论 8a （函数极限的局部保序性） lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴, lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) =

𝐵,𝐴 > 𝐵 ⇒ ∃𝛿 > 0,𝑥 ∈ 𝑂𝛿(𝑥0)\{𝑥0},     𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥) 
证明 8a  取𝜖 = 𝐴−𝐵

3
 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴 ⇔ ∃𝛿1 > 0,𝑥 ∈ 𝑂𝛿1(𝑥0)\{𝑥0}: |𝑓(𝑥) − 𝐴| < 𝐴 − 𝐵
3

⇒ 𝑓(𝑥) > 2𝐴 + 𝐵
3  

lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 𝐵 ⇔ ∃𝛿2 > 0,𝑥 ∈ 𝑂𝛿2(𝑥0)\{𝑥0}: |𝑔(𝑥) − 𝐵| < 𝐴 − 𝐵
3

⇒ 𝑔(𝑥) < 𝐴 + 2𝐵
3  



𝑓(𝑥) > 2𝐴 + 𝐵
3 > 𝐴 + 2𝐵

3 > 𝑔(𝑥) 

证毕。(Return:以定义结束,𝝐 − 𝜹语⾔) 

定理 5e （闭区间上连续函数的零点存在定理）𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏],𝑓(𝑎) · 𝑓(𝑏) < 0 ⇒ ∃𝜉 ∈
(𝑎, 𝑏):𝑓(𝜉) = 0 
证明 5e  WLOG:𝑓(𝑎) < 0,𝑓(𝑏) > 0,𝑉 = {𝑥|𝑓(𝑥) < 0,𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]} ≠ ∅ ⇒ ∃𝜉 =

sup𝑉    （确界存在定理[7a]） 
𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏] ⇒ ∃𝛿1 > 0,∀𝑥 ∈ [𝑎,𝑎 + 𝛿1):𝑓(𝑥) < 0;∃𝛿2 > 0,∀𝑥 ∈ (𝑏 − 𝛿2, 𝑏]:𝑓(𝑥) > 0

⇒ 𝜉 ⊆ [𝑎 + 𝛿1, 𝑏 − 𝛿2] ⊂ (𝑎, 𝑏) 
显然， lim

𝑛→∞
𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(𝜉) ≤ 0. 若𝑓(𝜉) < 0 ，由局部保序性[8a]得∃𝛿 > 0,𝑥 ∈

𝑂𝛿(𝑥0)\{𝑥0}:𝑓(𝑥) < 0 这将与𝜉 = sup𝑉  ⽭盾！故𝑓(𝜉) = 0 。证明完毕。 

引理 2d （同⼀函数原函数之间只能相差⼀个常数）𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏]在该区间上都有⼀个原函数，⽽且

任⼀原函数都有下述形式： 

ℱ(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
+ 𝐶,   𝐶 ∈ ℝ 

证明 2d  由可积函数有原函数定理[2c]可知，若𝐺(𝑥)是𝑓(𝑥)的另⼀个原函数，则 
(𝐹 − 𝐺)′(𝑥) ≡ 0 

式中 

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 

则根据导函数恒零为常数函数推论[3e]，就会有 
(𝐹 − 𝐺)(𝑥) = 𝐶,    𝐶 ∈ ℝ 

证毕。 

推论 3e （导函数恒零为常数函数推论）𝑓是区间 X 上的⼀个连续函数。𝑓′(𝑥) ≡ 0 ⇒ 𝑓(𝑥) =
𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡. 
证明 3e  取∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋(𝑎 < 𝑏),由拉格朗⽇中值定理[4e]，有 

𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏)
𝑎 − 𝑏 = 𝑓′(𝜉) = 0,   𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏] ⇒ 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) 

证毕。 

引理 4e （拉格朗⽇中值定理）𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏]，在(𝑎, 𝑏)可导，则 

∃𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏):𝑓′(𝜉) =
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎  

证明 4e  作辅助函数 

𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) −
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎 (𝑥 − 𝑎) 

𝜑(𝑎) = 0,𝜑(𝑏) = 0 
由罗尔中值定理[5f]可得， 

∃𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏):𝜑′(𝜉) = 0 = 𝑓′(𝜉) −
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎  

证毕。 

定理 5f （罗尔中值定理）𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏]，在(𝑎, 𝑏)可导，𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)， 
∃𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏):𝑓′(𝜉) = 0 

证明 5f  由最值定理[5d]可知， 
∃𝜉, 𝜂 ∈ [𝑎, 𝑏]:𝑓(𝜉) = 𝑚 = inf𝑓(𝑥) ,𝑓(𝜂) = 𝑀 = sup𝑓(𝑥) 

情形 1  𝑀 = 𝑚，此时此函数是常数函数，结论显然成⽴。 



情形 2  𝑀 > 𝑚，这是不妨设𝑀 = 𝑓(𝜉) > 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏),此时𝜉是𝑓(𝑥)的⼀个极值

点，由费⻢引理[6e]有 
𝑓′(𝜉) = 0 

证毕。 

引理 6e （费⻢引理）设𝑥0是𝑓(𝑥)的⼀个极值点，且在此处的导数存在，则 
𝑓′(𝑥0) = 0 

证明 6e  不妨设𝑥0是𝑓(𝑥)的⼀个极⼤值点，有定义的情况下𝑥 ∈ 𝑂𝛿(𝑥0): 
𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥0) 

可导保证𝑓′(𝑥0) = 𝑓+′ (𝑥0) = 𝑓−′(𝑥0) 

⽽ 

𝑓+′ (𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0

+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

≤ 0 

𝑓−′ (𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0

−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

≥ 0 

故𝑓′(𝑥0) = 0（序公理𝟏≤)。同理证极⼩值情况。(Return:以公理结束) 

定理 1b  （分部积分法）𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏] ⽽且可微，则由分部积分公式成⽴： 

∫ 𝑢𝑑𝑣
𝑏

𝑎
= 𝑢 ∙ 𝑣|𝑎

𝑏 −∫ 𝑣𝑑𝑢
𝑏

𝑎
 

证明 1b   根据函数乘积的微分规则[2e]，有 
(𝑢 ∙ 𝑣)′ = 𝑢′𝑣 + 𝑣′𝑢 

对此使⽤⽜顿—莱布尼茨公式[1a]有 

𝑢 ∙ 𝑣|𝑎
𝑏 = ∫ 𝑣𝑑𝑢

𝑏

𝑎
+ ∫ 𝑢𝑑𝑣

𝑏

𝑎
 

移项证毕。 

定理 2e  （函数乘积的微分规则）𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏] ⽽且可微，则 
(𝑢 ∙ 𝑣)′ = 𝑢′𝑣 + 𝑣′𝑢 

证明 2e  (𝑢 ∙ 𝑣)(𝑥 + h) − (𝑢 ∙ 𝑣)(𝑥) = (𝑢(𝑥 + h) − 𝑢(𝑥))𝑣(𝑥 + h) + 𝑢(𝑥)(𝑣(𝑥 + h) − 𝑣(𝑥)) =
(𝑢′(𝑥)h + 𝑜(h))(𝑣(𝑥) + 𝑣′(𝑥)h + 𝑜(h)) + 𝑢(𝑥)(𝑣′(𝑥)h + 𝑜(h)) = (𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥) + 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥))h + 𝑜(h) 
这⾥⽤到了微分的定义以及⽆穷⼩量的定义，都是由函数极限的定义决定的。证毕！(Return:以

定义 函数极限结束) 
 


